V1.5 Magnetische Eigenschaften des freien Elektronengases
V1.5.1 Theorie
- freie Elektronen haben einen Spin =» Kopplung an das Magnetfeld
=» Grundzustand ist Magnetfeldabhingig
Spin der Leitungselektronen =» magnetisches Moment

E "%" =+p|B[  mit + antiparallel zu B und - parallel zu B !

d.h. die Zustandsdichte spaltet auf :

Total ererrgy, binectin +
imarerl i, of riecErms

iy ol s |
I i h ]

|
N* Teilchenzahl mit Spin parallel zu B und N- Teilchenzahl antiparallel
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Magnetisierung : M = [M|=N" pg- N pg = (N™-N)pup
Anschaulich : die parallelen Zustande werden giinstiger

Wieviele Teilchen werden umverteilt?
(N*-N)=D*(E)2 B = 0.5 D(E;)2 p B = D(E;) 1B

(( Achtung : hier ist D(E)= D*(E)+ D+(E) bei B=0))
Damit ergibt sich die Magnetisierung : M = uz% D(E;) B

bei freien Elektronen gilt : D(Ey) =3/2-N/Eg

damit : M=3/2 - uz?/Ez- N-B  Pauli‘scher Paramagnetismus

-die magnetische Suszeptibilitat : y = 1/V - M/B  Volumensuszeptibilitat

Ypaur = Mg° D(Eg) (6.28) | allgemein (von der Bandstruktur bestimmt)

Und fiir freie Elektronen :|yp,,;= 3/2 ng> W/Ez  (6.29)
-bei endlichen Temperaturen ergibt sich uber u(T) eine schwache
Temperaturabhingigkeit ¥ p,.;:(T)= Ypayp; (0)[ 1-72/12 (T/Tg)?
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Bemerkungen : xp,; und C,, hingen nach (6.28) und (6.22) nur von D(E;) ab;
dies gilt auch wenn man die Wechselwirkung mit den Ionenriimpfen
miteinbezieht.
- verschiedene Wechselwirkungen konnen ¥, ,; und C, erhohen
z.B. die Korrelationen
- man muss auch einen geringen diamagnetischen Teil 1n g0, DETUCK-
sichtigen

V1.5.2 Experimentelle Suszeptibilitaten
- einfache Metalle haben in der Regel weitgehend temperaturunabhingige
Suszeptibilitdten
einfach bedeutet hier : keine unaufgefiillte Schale
- in d-Metallen 1st die Suszeptibilitidt komplizierter, da schon die elektronischen
Bestandteile nicht E~k? entspricht, und starke Korrelationen existieren
(Ubergang zu lokalisierten Elektronen)
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V1.6 Transporteigenschaften in Kinetischer Theorie

Prinzip : klassische Dynamik von Ladungstragern
plus Pauli-Prinzip plus Fermi-Statistik
V1.6.1 Naherungen
Relaxationszeit : Elektronen kommen durch Stof3e ins Gleichgewicht
Anmerkuung : ohne die Relaxationsannahme wiirde der Strom unendlich anwachsen

-die Stofe sind wie folgt charakterisiert :
(1) StoBe verandern die Geschwindigkeit der Elektronen abrupt ohne Korrelation
zwischen Genschwindigkeit vor und nach dem Stof3
(2) die StoBwahrscheinlichkeit hangt nur von der Temperatur am StoB3ort ab

(3) zwischen den Sto3en bewegen sich die Elektronen ungestort

V1.6.2 Bewegungsgleichungen
m dv/dt =F + Fg s v Teilchengeschwindigkeit F Kraft (z.B. eE)
wir interessieren uns flir den Mittelwert

m dvp/dt = <F> + <F¢ >, (6.30) mit Vp Driftgeschwindigkeit
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-Ansatz : <FStoB>t: -m - VD/’C

((Bedeutung : Stof} fithrt im Mittel dazu, dass Teilchen von vy innerhalb t auf 0
abgebremst wird.))

freie Weglange :| 1=v -1

Bewegungsgleichung :
m -(dvp/dt + v/t ) =F (6.31)
Spezialfille : (I) F=0: =¥ dvy/dt=- v/t = v(t)= Vp(0) exp[-(t/ 1)]
Falls v5(0) ungleich 0, relaxiert das Teilchengas mit der charakteristischen Zeit t

(I) StoBfreies Gas : Fg, ;=0 dann ist m(dvp/dt) =F
somit wachst die Driftgeschwindigkeit kontinuierlich
ABER : Ohm*sches Gestz J=c'E
] ist stationdr !
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-Mit der einfachen kinetischen Theorie lassen sich viele Phianomene diskutieren und
naherungsweise erkldaren :  Widerstand

Wirmeleitfahigkeit

Thermokraft

Hall-Effekt

V1.7 Elektrischer Widerstand

Ohm‘sches Gestz J=c-E = pl-E
] Stromdichte
E elektrisches Feld
c spezifische Leitfahigkeit
p spezifischer Widerstand

Achtung : ¢ und p sind Tensoren zweiter Stufe (im folgenden unterdriickt!)

V1.7.1 Drude Formel
Wir betrachten die Bewegungsgleichungen (6.30) und (6.31)
mit F=-eE und suchen eine stationire Losung : jJ=-n-e-v
(6.31) P m-(Vp/t)=-cE = J=nevp=ne’m -1 -E

Vergleich mit dem Ohm‘schen Gesetz: o =ne’: t/m (6.32) Drude Formel s



-mit der mittleren freien Weglange I=v - 1 ergibt sich :
c = ne’/m -1/v = (ne?*/P) -1
Achtung hier ist v, P Geschwindigkeit und Impuls der am Stof3 beteiligten
Teilchen und nicht die Driftgeschwindigkeit !

Drude entwickelte diese Theorie mit der klassischen Physik (1/2 -m -v>=3/2 -kT)
Die Quantenmechanik reduziert die moglichen Stof3e erheblich, da nur Elektronen
in der Ndhe der Fermi-Energie stoBBen konnen, damit ist v~v

und l=vpt

V1.7.2 Absolutgrofie des Widerstandes
- Widerstand von Metallen be1 Raumtemperatur in der Gro3enordnung p€2cm
- mit der Drude-Formel kann man damit die freie Weglange ermitteln :
P(300K)~1 uQcm
vi~10%cm/sec = 1 (300K) ~ 30nm
- bei fallender Temperatur nimmt p ab und 1 zu
es gilt : 1>> a (Gitterkonstante)
Folgerung : Die Elektronen streuen nicht an den Atompositionen !
Die Streuung erfolgt an den Storstellen des Gitters und an Phononen!
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Drude-Relaxationszeiten in Einheiten von 10~ 145 Paul Drude

Element 77K 273K 33K (1863-1906)

Li 73 0,88 0,61

Na 17 3,2

K 18 4.1

Rb 14 2.8

Cs 8.6 2.1 +

Cu 21 27 1.9

Ag 20 4,0 2,8

Au 12 3,0 2,1

Be 0,51 0,27

Mg 6,7 1.1 0,74

Ca 2.2 1,5

Sr 1.4 0.44

ﬂ% gfﬁ gﬁé 033 Klassische Drude-Theorie (1900):
Z gﬁ gﬁg 3;;3 Elektronen "driften" durch Metalle
cd 2.4 0,56 o _

Hg 0,71 - yv.=——F .1

Al 6,5 0,80 0,55 d m

Ga 0.84 0,17 ,

In 1,7 0,38 025 - . neT = m
Tl 0,01 0,22 015 J=nqv= E= p= o
Sn 11 0,23 0,15 m ne
Pb 0,57 0,14 0,099 p

Bi 0,072 0,023 0,016

Sh 0,27 0,055 0,036
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Widerstand von

6 / Kalium unterhalb
von 20 K fiir zwel
/ verschiedene Proben.
e 5 F
= o~
(|
o s cn N
EE‘ --cm—cwﬂ p(T)_ pph(T) + pl(T)
~ 4 - \._.\/_/ . ﬁ_d
— lim ppy (7)=0 ;131()|>1(T)=|>1(0)
"8 =0 4
o Vg
% 3T /'-( Widerstandsverhaltnis:
= Ve T =293 K)
= e PL=293K) 11 1600
— i 4 p(T =0 K)
o 2 ﬂﬂd .
2 ,D__rrjocﬂ“ Ein Fremdatom verursacht
cU L (e OO _ ,
© einen Restwiderstand von
T 10 ' ' ' = 1.10°0Q At r
0 5 10 s 20 cm pro Atomprozen

Temperatur, K

der Verunreinigung.
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Widerstand von Metallen

Element 77K 273K 373K [p;’f S K
(p/T)273 K
Li 1,04 8,55 12,4 1,06 "1 . .
Na 08 42 Russig Be1 hohen Temperaturen
K 1,38 6.1 fllssig
Rb 22 11,0 issig a1lt fiir die Zahl der
Cs 45 18.8 fiissig o
Cu 0.2 1,56 2,24 1,05
Ag 03 1.51 2,13 1,03 Phononen
Au 0.5 2,04 2,84 1,02
Be 2.8 5,3 1,39 :
Mg 0,62 3.9 5.6 1,05 < n > T
Ca 3.43 5,0 1,07 )
Sr 7 23 Der elektrische
Ba 17 60
Nb 3.0 15,2 19,2 0,92 : . _ : .
Fe 0.6 20 147 1 Widerstand eimnes
Zn 1,1 5,5 7,8 1,04
Cd 16 6.8 | Metalls sollte dann
Hg 5.8 fllissig flussig
Al 0,3 2,45 3,55 1,06 X 5 X
Ga 275 13.6 flissig propor tional zw
In 1.8 8.0 12,1 1,11 .
n 3,7 15 22,8 Lt Temperatur 7' sem
Sn 2,1 10,6 15,8 1,09
Pb 4.7 19.0 270 1,04 ;
Bi 35 107 156 107 = Ppy < I
Sb 8 39 59 1,11
* Die Werte in pQcem sind angegeben bei 77 K (dem Siedepunkt des fliissigen Stickstoffs
bei Atmosphitrendruck), 273 K und 373 K. [n der letzten Spale findet man das Verhaltnis aus
p/T ber 373 K und 273 K, zur Verdeuthichung des annithernd hincaren Temperaturverlaufs des
Widerstandes in der Nithe der Raumtemperatur, (Quelle: G. W. C. Kaye, T. H. Laby, Table of
Physical and Chemical Constants, Longmans Green, London, 1966).
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Temperaturverlauf des elektrischen Widerstandes

(1) Sehr tiefe Temperaturen
Py, < T°/05  (Bloch)
keme Umklapp-Prozesse fiir
' <2 K moglich im Fall von

Kalium (g, = 0.267k;.)

(2) Tiete Temperaturen (Umklapp-
Prozesse moglich)
<n> o e”/" @, —charakteristische

Umklapp-Temperatur
Kalum: 6, =23K, 6,=91K

t p(1)

i

>

(3) Hohe Temperaturen
<n> oc T
— pPh o< T
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Widerstand skaliert grob mit der Debye-Temperatur !

6

SFo Au©=170K NC ' o
® Pd, © =263 K 4 © fb
O PtLO=225K A

4l © W,0=310K as” /

o
¢ Pbo= BEK « /// Py

Ri/Rg ——~
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Ubergang von T3 nach T !

1.0

01

0.0}

R/Ra

8.601 ¢

0,000t . -
0.03 0.18 2.3 1.0
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Matthiessen-Regel : Legierung = Verschiebung von p(T)

(o)}

spezifischer Widerstand (10”° Ohm-cm)

Cu +3.32 % Ni

Cu+216 % Ni

Cu+112 % Ni

“reines” Cu

1

| Ternperotﬂr (K)

200 300
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V1.8 Thermische Leitfahigkeit

1 _
Dhclm:nn-en ( T) o ; “Gatter ( T) V. Schall (T) Phonenen (T)

Dies kann man simngemadl fiir Elektronen tibernehmen:

l
A’ Elektronen (T) = Elekrro 1en ( T ) v Fernu ( T ) ]Srreu mng ( )

L T nk; | . .
Mit Crppronen (1) = — 5T (W armekapazitit pro Volumen)
I
EF - ?ﬁﬁ}z} ’ l:eum(T) = 1 Stlemmc(T) =V T
A | Tnk; 1 Tnk;
= b (D)= =B Ty oy 1= 5Tt (6.33)
3 mv; 3 m
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Thermische Leitfahigkeit A_,  Tnk,Tt/(3m)

Elektrische Leitfahigkeit o ne’t/m (6.34)
Wiedemann - Franz - Gesetz :

e (kY | 7 (kY WQ

B 2 T=L-T mit L="-=2| =24510"—" (635)
O 3 \ € ) 3 e ) K-

Aus dem Modell des freien Elektronengases folgt, dass die

Lorenz-Zahl L vom Material und von der Temperatur unabhédngig 1st!

Tabelle 6.5: Experimentelle Lorenz-Zahlen

L-10® Watt Q/K? L-10% Watt Q/K?
Metall 0°C 100°C Metall 0°C 100° C
Ag 2,31 2,37 Pb 2,47 2,56
Au 2,35 2,40 Pt 2,51 2,60
Cd 2,42 2.43 Sn 2,52 2,49
Cu 2,23 2,33 W 3,04 3,20
Mo 2,61 2,79 Zn 2,31 2,33
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18

K max = 28 walls/cm-deg
{
Au S
16 )
5 'f
/ Au 4 .
] !
14 ¢ 4 ;JI
R
€ !
%’ 12 g3 Au3
E = /
2 i i
=
% 10} &5 2 Au 2
g _ Au l
| ’
= - -
g -
o
6 i 1 1
= 2 3 4
T,°K
4
o e — )
2y
0 | T S S |
100

-Wann gilt Wiedemann-Frantz-Gesetz nicht mehr?
wenn thermische und elektronische Relaxationszeit nicht

mehr gleich sind !
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V1.9 Bewegung im Magnetfeld

V1.).1 Zyklotronfrequenz
ein einzelnes Elektron im Magnetfeld F,=-e(v x B)
Lorentz-Kraft
= mdv/dt =-e(vx B)

Sei1 B=(0,0,B) V=(Vy,Vy,V,)
m dv,/dt = -eBv,
m dv,/dt = eBv,
mdv,/dt=0

> v, =v,cos(w,t)

V,=Vsin(o,t)

v,=0  die Projektion auf die x,y-Ebene ist eine Kreisbahn, die
mit der Zyklotronfrequenz o, durchlaufen wird.

o, =B e/m (6.36)

GroBenordnung : .~ 1.7 10! B Einheit [sec’!] fiir B in Tesla
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- Im Festkorper bewegt sich das Elektron nur iiber kurze Zeit t frei, daher
1st zu unterscheiden :

a) o, t>>1 hohe Felder
- Kreisbahn wird haufig durchlaufen, bevor es zu einem Stofl komme
=» ebene Wellen sind keine ,,guten* Eigenzustinde mehr
=» Hamilton-Operator muss das Magnetfeld von Anfang an miteinbeziehen!
—> damit ergeben sich andere Eingenzustinde =: Landau-Level
aber 71 1st temperaturabhingig
- temperaturabhiingiger Ubergang in reinen Metallen
bei geniigend tiefen Temperaturen gilt : o, T >> 1

b) o, t<<1  niedrige Felder @>§ M
urspriingliche Eigenzustdnde bleiben verwendbar

Bewegungsgleichung <~ Lorentz-Kraft

TN

Typische Werte 1(300K)~100nm
Ve~ 10® m/sec -
T ~ /vy ~ 10-Bsec . T=0.01
0. (B=1T)~10'!sec!__~
Aber bei Kiihlen erreicht man leicht o, t>>1 !
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VI1.9.3 Hall-Effekt
F =-e(vxB) Lorentz-Kraft bewirkt eine Ablenkung :

Anhdufung von Ladungen =» elektrisches Feld E

¢ E, =-F = e(Vx B)

l M]agne]tfeld iaz I IL::

Edwin Harbert
Hall (1835-15%38)
Entdackung des
Hall-Effektas 1879

Schnitt senkrecht
zur i-Achse:

Driftgeschwindigkeit |
setzt gerade ein -

Schnitt senkrecht
zur #-Achse;

Driftgeschwindigkeit
im stationédren Zustand
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Schnitt senkrecht

zur z-Achse;
Driftgeschwindigkeit |-~
setzi gerade ein
Hall (1855-1938)
y
Schnitt senkrecht :
2ur z-Achse; Jx > 3

Driftgeschwindigkeit ==
im stationaren Zustand

et et
v.=——£&E —@w, v, =——E +to1w, v,=—-—E
m m m

Die Elektronen flieffen in y-Richtung nicht aus dem Stab = v =0

et Mo
v, ==—d . +0 W =00 E =—Fv =-01k
m e
2
eBt _ ne T
—E =——F, j.=CE_= B,
m i
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Schnitt senkrecht
zur z-Achse;

Eriﬂgeschmrﬂigkellt '-'__'.__‘ :_ --1". _.'.I- ;:.TT;.'.'.'.'l'...:.'.'.:;:'.'.'l..' .L-:".. ik
setzt gerade ein = | =

Edwin Harbart
Hall (1855-1938)

—-Ex

+ + + + + + + + Y

Ix I
& X

Schnitt senkrecht
zur z-Achse;

Driﬂgeschwindigh:ﬂit e '*_--- -.'- '_f;..:1.::_'_..._. -."f:i'..iif'f';.;
im stationaren Zustand

eBtE /m

: =
ne ’I;EIB / n ne

E

Als Hall-Konstante definiert many R, = — :FE
Jx

Jo oIy |
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Gemessene und berechnete Hall-Konstanten (1)

Metall Methode Experimenteller Wert Angenommene Berechnete Werte
von Ry in 10~% Ladungstriger —1/necin 10~
CGS-Einheiten pro Atom CGS-Einheiten
Li konv. —1,89 | Elektron —1,48
Na Helikon —2,619 1 Elektron —2,603
konv. 2.3
K Helikon —4.946 1 Elektron —4,944
konv. —4.7
Rb konv. —5,6 1 Elektron —6,04
Cu konv. -0,6 1 Elektron —0,82
Ag konv. 1 Elektron —1,19
Au konv. | Elektron —1,18
Be konv. - -
Mg konv. — -
Al Helikon 1 Loch +1,135
In Helikon 1 Loch +1,780
As konv, — —
Sh konv. - -
Bi konv. — —
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Hall-Koeffizienten ausgewihlter Elemente in mittleren und

starken Feldern* Gemessene &
Metall Wertigkeit —1/Rynec berechnete
Li ) 0,8 Hall-Konstanten (2)
Na ] 1,2
K I 1,1
Rb 1 1,0
Cs 1 0,9
Cu 1 1.5
A 1 1.3
: R, (gemessen)
Au I 1.5 =
Be 2 0,2 .
e : e R, (Theorie)
In 3 -0,3
Al 3 -0,3 - 1 / ne 11 0
* Die Werte entsprechen annihernd den Grenzwerten von Ry in o l _
sehr starken Feldern (der GréBenordnung 10° G) und bei sehr nied- - I’?GE’ I

rigen Temperaturen in sorgfiltig pripanerten Proben. Die Angaben
sind von der Form ng/n, mit ng als derjenigen Ladungstriigerkonzen-
tration, bei der das Drude-Ergebnis (1.21) mit dem gemessenen Wert
Ry (ng = —1/Rgec) konsistent ist. Offensichtlich verhalten sich die
Alkalimetalle recht genau entsprechend der Drude-Theorie, wiihrend
die Edelmetalle (Cu, Ag, Au) bereits davon abweichen; das Verhalten
der restlichen Metalle in der Tabelle ist mit dem Drude-Modell nicht

vereinbar,
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Messung der Hall-Konstanten : a) Ladungstragerdichte
b) Vorzeichen der Ladungstrager

-Anwendung : Hall-Sonde zur Messung des Magnetfeldes
- Auswirkung auf den Magnetwiderstand : E;; kompensiert E

—> Teilchen bewegen sich im Mittel geradlinig
—> es ergibt sich kein Magnetwiderstand

lorentz
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1 Atom = 2 Atome
E.I

-

mechanik
= PHYSIK IV

Quantes- S - ein Niveau
_H_

- zwel Niveaus

- viele Niveaus
=» Bainder
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tE

Leitungshand

Valenzband

-

nachstes
> leeres
Band

letztes
komplett
gefiilltes

-

Band
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VI1I. Energiebander
V11.1 Vorbemerkungen
freies Elektronengas kann vieles erklaren :
- thermische und elektrische Leitfahigkeit
- magnetische Suszeptibilitat
- spezifische Warme
aber : a) Unzulidnglichkeiten bei komplizierten Metallen
b) Auftreten von Halbleitern und Isolatoren
c) Beziehung von Leitungs- und Valenzelektronen
d) positive Hall-Konstante

Elektrischer Widerstand in einem guten Metall : p ~ 10-1°Qm
guter Isolator : p ~ 1072Qm
der Unterschied mit einem Faktor 10°?ist sehr hoch !
-man muss von einer Vereinfachung des freien Elektronengases ablassen
HIER : Einbeziehung der Wechselwirkung mit den lonenrimpfen

Freies Elektron : jeder Wert der Energie 1st aufgrund von

EG =" (24 k24k?)  erlaubt !

2m 2m
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Einbeziehung des Gitterpotentials =»

nur bestimmte Bereiche der Energie sind erlaubt =: Bander
=>» Begriff elektronische Bandstruktur

Energie

-
L

(RS S e —

.

Isolator Metall Halbmetall Halbleiter  Halbleiter

Wesentliches Element : Besteht eine Energie-Liicke oder nicht,
wenn ja, wie grof} ist die im Vergleich zu kT ?
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Hamulton-Operator emes Festkorpers (ohne Details

wie Spin-Bahn Wechselwirkung etc.):
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Elektronen bewegen
sich durch ein
periodisches Potenzial !

lonenriimpfe e Potential
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Modell des fast freien Elektrons
Das Potenzial ist periodisch. =» die Dispersionsrelation des Elektrons muss
Gitterperiodizitit des reziproken Raum aufweisen!

-

ﬁ; . ﬁ_
E(ky=—-k* ‘k -+ G‘ mit einem reziproken Gittervektor G.
Em Em E

Fiir den 1D Fall

2m
ist: G=n-—

¢
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and Gia/2r E (00) E (& 00)

| (101 0 [

2,3 100, 100 ) (2m/a)* (kg = 2m/a)®

4,567 D0, 070, 001,007 (2m/a)? kE+(2m/a)’
B,9,10,11 1 10, 104, 110,101 2(2x far)* (k, +2n/a)* + (2x/a)*
12,13,14,15 110,70, TTo, 101 2(2r/a) (ky=2n/a)? + (2x/a)
16,17,18,19 (0 1,001,001,001 2(2nfa) k4 2(2%/a)*
12,13,14,15

E :ﬁ—(ftl +k? +k_f)
2m |

in drei Dimensionen wird die Uberlagerung
sehr schnell sehr kompliziert !

|

B

o
~AE
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Qualitatives Bild in 1 Dimension
E(k)

Freies Elektronengas:

Edy =" poo+2F 43T
2m L L

O, (x) =exp(ikx). p=hk

Bragg-Reflektion Zweites

3 erlaubtes
—> Uberlagerung der Rand

beiden Wellen mit e B o e e
VerbotenesBandf = &

1 o nm ErstEE ——— e ——
' izﬁ - i? erlaubtes
Band
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Uberlagerung der beiden Wellen (bindend / antibindend)

Wahrscheinlichkeitsdichte

\I:M-JIE [§(+)[

Ry N £ . Laufende
......... B AT Welle

N . .__._::_:_::.‘._. '_ i .'.'.._._-.:__ .' T - ' - e ':;'.-._ i I

Fiir k = £1/a ergeben sich stehende Wellen:
O(+) =™ +e ™ =2cos(nx/a)

O(—) = ™ — ™% = jsin (mx/a)
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Wahrscheinlichkeitsdichte

\I"D{-]'I2 [o(+)?

-

¢'(.Y)‘2 — EH‘I.‘I . E—J‘I.‘I =1
Aufenthaltswahrscheinlichkeiten: - ‘¢(+)‘2 =4cos’(nx/a)
10-) )

- Das Gitter moduliert die Aufenthaltswahrscheinlichkeit !
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Wahrscheinlichkeitsdichte

(-)I? [ ()17

-. N O
A, £ _ Laufende
' Welle

. X

- (+) die Ladungsdichte der Elektronen ist ndher an den Ionen
- (-) die Ladungsdichte der Elektronen ist dazwischen

=>» potentielle Energie E(+) < E(-)

Es entsteht das Gap (Liicke) in der Dispersion der elektronischen Zustinde !
Néhert man das Potenzial iiber die erste Fourier-Komponente U(x)=-U cos(2nx/a)
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Wahrscheinlichkeitsdichte

\|j)(_}|2 [9(+)F

Die Grobe E, der Energielticke laf3t sich tiber den Erwartungswert
der potentiellen Energie U(x) grob abschitzen:
Wir setzen vereinfacht: U(x)=-U, cos(2nx/a)

Wellenfunktionen: ¢(+)=./2/acos(nx/a), ¢(-)= m sin(mx/a)

—E, = TU(:;:)(|¢{—)|1 — o[ ) dx

2

a

Gj s(2mx/a)(sin’(mx/a) - CDSZ(E.Y/H))dx

a

j 211*-:/{1 dr U,

0
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Energie-Liicke

hzkl

\ PE(;(): 2m

— Energieliicke: 2U
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Wie entstehen weitere Energie-Liicken ?

e

n=7,

‘unganstig —___| :

‘ginstig

bt

*

.P!

=

""H.-.._-__h

.-.-—"!'

-
x  In
A ]

Bandstruktur

DOS

Gesamt-
zustandsdichte
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Reduziertes Zonen-Schema

E(k)
\ A freie —):,
H‘k : . . Elektgﬂnenﬂ
| \ 1 ] 1 I ', I
n=8 L\ i L :
o\ I A R N
1 \ 1 1 1 w I E(!E[') - .ﬁri
LA ! | fit 2m
h Ey =|V(2r/a)| .
N i = —|k+G
, . C\ | | 2m
n = : N : |
1 1 ] I I ZTE
rr N\ 1 ID: G=n-—
: : : l a
n=1 : : | : : > k
-3m/a -2n/a -/ 0 wa 2n/a 3m/a
ausgebreitetes Zonenschema
reduziertes
Zonenschema
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Rekapitulation der ein-dimensionalen Betrachtung :

— h -, ~ i
Ek)y=—"k Eky=—'k+G
2m 2m
AE \Jl.E
=AW
k | ke
0 i 0 1K K .
(a) (b)
| £ AE

i |
-

IX-44



Periodisches Zonenschema

Reduziertes Zonenschema

Erweitertes Zonenschema

(&)
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V11.2 Bloch-Funktionen
V11.2.1 Bloch-Theorem

Bloch-Theorem : Die Losungen der Schrodinger-Gleichung fiir ein periodisches
Potenzial haben die spezielle Form :

Y (r) = u,(r) - exp(ikr) (7.1)
wobei u,(r) die Periodizitat des Gitters besitzt.

also u,(r) = u,(r+T) fir T einen Gittervektor

Bemerkungen : (7.1) ist eine Blochfunktion
u, (r) hiangt von Kk ab !

V11.2.2 Wechselwirkung eines Elektrons in einem periodischen Potenzial
- U(x) sei das Potenzial in einem periodischen Gitter U(x)=U(x+a)
- eine translationssymmetrische Funktion kann man als Summe darstellen
U(x) =25 Ug - exp(iGr) wobei U(x) reell sein muss
U(x) = 2559 Ug * [exp(1GX)+ exp(-1GX)] =2 X5, Ug * cos(Gx) mit U, =0
damit wird die Schrodingergleichung :

(12m p? + U(x)} - P(x) = {1/2m p? + T5 Ug - exp(iGX) } - ¥(x) =E - ¥(x) (7.2)
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Veranschaulichung einer Bloch-Welle

\/\ Re(e™)

u,(x) =u,(x+T)

W W W W

@.(x)=Re (“.a- (x)-&"* )
W\/‘g
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-Weiterhin gilt die Ein-Elektron-Naherung:
Das Elektron spiirt die Ionenriimpfe und ein mittleres Potenzial der iibrigen
Leitungselektronen.

V=73, C(k) - exp(ikx) (7.3), wobei k iiber die erlaubten Wellenvektoren lauft
k=n-2n/L

Frage : Welche C(k) konnen in (7.3) auftreten?
Wenn C(k) endlich ist, dann konnen auch alle k+G mit G rez. Gittervektor auftreten!

Bedeutung : Das periodische Potenzial koppelt Wellenfunktionen deren
Wellen-Vektoren um G differieren!

=» Man kann das k in der ersten Brillouin-Zone wiahlen : - m/a <k < 1t/a

Setze nun (7.3) in (7.2) ein :

Kinetische Energie: {1/2m p?} - W(x) = 1/2m{-ih -d/dx} ¥(x) = h?/2m Z, k*C(k)-exp(ikx)
Potentielle Energie : {Z5 Ug - exp(iGX) } - W(x) = 25 2, UgC(k)- exp(iGX)-exp(ikx)
Wellengleichung :

h?2/2m Z, kK*C(k)-exp(ikx) + 25 2, Ug'C(k): exp(i(G+k)x) = E-XZ, C(k)-exp(ikx) (7.4)
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-Die Fourierkomponenten in (7.4) miissen gleich sein :

mit A, := h?k?/2m ergibt sich eine lineare Gleichung (fiir jedes k):

Gleichung (7.5) verkniipft also k und k-G uber die die Fourier-Koeffizienten U

Im allgemeinen wird U schnell abfallen, das heif3t nur wenige Terme sind zu
berticksichtigen.

VII.2.3 Beweis der Kompatibilitit mit dem Bloch-Theorems

Y, (x) = 25 C(k-G) - exp(i[K-G]X) = {Z5 C(k-G) - exp(-iGX)} - exp(ikX)
= u, (x) - exp(ikx)
und u,(x) 1st translationsinvariant.

V11.3 Quasiimpuls des Elektrons
k 1st nicht mehr der Impuls der Elektronen-Wellenfunktion

Y, (x) 1st kein Eigenstand mehr !

IX-49



Bedeutung :
a) Kristalltranslation r = r+T

Y, (r+T) = u (r+T) - exp(ikr) exp(ikT) = exp(ikT) ¥, (r+T) Phasen-Faktor !

b) Verschwindet das Kristall-Potential
(M-E) C(k) =0 (7.5) = alle C(k-G)=0 auBler C(k)
damit ist W, (r) = exp(ikr) entsprechend einem freien Elektron

c) k geht in die Erhaltungssatze ein :

hk — Quasiimpuls des Elektrons Q9 £+ 6
Streuung an Phononen L/\?—""
ktq=k* + G 2

V11.4 Losung der Hauptgleichung
im allgemeinen ist dies aufwendig, hier Vereinfachung

G kurzester G-Vektor, nur eine Fourier-Komponente U= U_;=U
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Matrix aus (7.5)

Aos—E U 0 0

U Ao —E U 0

0 U A —E U

0 0 U Ao —E
0 0 0 U

- Nur dieser Teil von (7.5) 1st zu beriicksichtigen.

(7.6)

- Die Losung der Determinante von (7.6) liefert einen Satz von Energiewerten

E,(K)

- Naherung des leeren Gitters : wir betrachten die Energie des freien Elektrons

in der ersten Brillouin-Zone, keine U‘s =» Riickfaltung !

IX-51



-

ﬁ; . ﬁ_
E(ky=—-k* ‘k -+ G‘ mit einem reziproken Gittervektor G.
Em Em E

Fiir den 1D Fall

2m
ist: G=n-—

¢

- man faltet die Bander zuriick in die erste Brillouin-Zone !
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Band Ga/2r E (D00} E (k00)

| (W) il k;

2,3 100, 100 ) (2m/a)* (kg = 2m/a)®

4,56,7 OV, 0, 001, 000 (2 /) KX+ (2m/a)?
B,9,10,11 1 10, 104, 110,101 2(2x far)* (k; +2x/a)* + (2x/a)’
12,13,14,15 10, 100, TTo, 107 2(2n/a)? (ky =2n/a)? + (2x/a)?
16,17,18,19 11, 001,000,011 2(2n/a)* k4 2(2%/a)*
12,13,14,15

E :E(kf +k? +kf)
2m |

- man faltet die Bander zuriick in die erste
Brillouin-Zone !

|

E

-
AF
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-Naherungslosung nahe einer Zonen-Grenze :
Ug set klein gegeniiber der kinetischen Energie :

k=0.5G =mn/a
Wenn C(}2G) ein wesentlicher Koeffizient 1st, dann auch C(-2G) !

Wir betrachten nun die Gleichungen (7.5), die C(?2G) oder C(-%2QG) enthalten :
A=A, =0h*G?8m

Damit ergibt sich :
(A-E) C(2G) + U C(-12G) =0
(A-E) C(-2G) + U C(42G) =0

Damit erhilt man die Determinanten-Gleichung :
(A-E)y)=U? also E=A+U !
und fur die Koeffizienten :
C(-2G)/C(ALG) = (E- A)/U==*1
Y(x) = exp(172Gx) £ exp(-172Gx)
auch fiir andere k nahe der Zonen-Grenze ergibt sich eine Aufspaltung 2U.
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Energie-Liicke

hzkl

\ PE(;(): 2m

— Energieliicke: 2U
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- Die Anzahl der Zustande in einem Band

> i

Die k-Werte sind wegen der

Randbedimngungen diskret.

Wir betrachten emen linearen

Kristall mit der Gitterkonstante

a, der aus N-Embheitszellen

bestelt:

N 4m Nm _ NT T
L L L Na

— N unabhingige -Werte!

a

— Jede primitive Einheitszelle tragt
mit einem unabhédngigen A-Wert
und 2 Zustinden (Spin!) zu jedem

Energieband bei.
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Ein Kristall ist ein Isolator =» in einer primitiven Zelle liegt eine gerade Anzahl
von Elektronen vor (Ohne Korrelationen)!

Q 2
= o
) | )
5 L
=
e
e,
0 r
k—* a
Besetzte Zustiande Wegen Bandiiberlapp Hohere Elektronen-
in emem Isolator gibt es frete Zustinde konzentration =
— keine freien im Lertungsband frete Zustiande 1m
Zustéinde ! —> Halbmetall & Metall Lertungsband

—> Metall
-ACHTUNG : Korrelationen konnen die Bander aufspalten.
Isolator auch mit nur einem Elektron pro Zelle, z.B. La,CuO, !
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Schematischer Verlauf der Bandaufspaltung als Funktion des

Zahl besetzbarer
Quantenzustand

pro Atom

T

interatomaren Abstandes fiir Diamant, Silizium und Germanium

aibsauauauolpie|3

Interatomarer Abstand
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- Bandstruktur von KClI Gleich gew. Abst.

Bei Ionenkristallen
wie KCl ist die
Bandaufspaltung -0 —
dullerst gering. Man
I}ndet auch keinen 20 Cl™ 35 —»
Uberlapp der Biinder.
Erst beil sehr geingen
Abstinden der Ionen
wiirden sich die Biinder
iiberlappen, aber dann
wiire die elektrostatische

Abstollung zu groli. e ——

Cl™ 3p —»

-30 |- 30—

Bindungsenergie (V)

+
Benennung der Binder K'3s —»

nach den atomaren Niveaus: : l , . , ,
s,p,d Biander A 6 8 10
Ionenabstand in Bohr-Radien
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- Bandstruktur von einfachen Metallen : Al, Cu

Die Darstellung von E(k) fiir Schnitte entlang
hochsymmetrischer Richtungen in der

1. Brillouin-Zone am Beispiel der elektronischen
Struktur von Aluminium (fcc).
Gestrichelt = freies Elektronengas

L -

16} Y y \

o

B I
)

|

{1 .1

Enargie (eV)
o
> !
L




Bandstruktur E(k) Lings
Richtungen hoher Kristall-
symmetrie fiir Kupfer.

Die experimentellen Daten
(Symbole) stimmen sehr gut
mit der berechneten Band-
struktur (Linien) iiberein.

Die d-Elektronen erzeugen sehr
flache Biinder und sorgen fiir
dutliche Abweichungen vom
Verhalten freier Elektronen.
Die 1. Brillouin-Zone mit

den entsprechenden Richtungen
ist im unteren Teil gezeigt.

Daten zusammengestellt von
Courths & Hiifner
Phys. Rep. 112, 55 (1984)

k.

Cu

o — _._..__.D

L
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- Bandstruktur von einfachen Halbleitern : Ge

Energie (eV)

10

Zustandsdichte

Bandstruktur

—

[

Ge

Leitungsbander

L3—.

Valenzbander

I

Bl —_— L1—’

Ly —
/////
| | <
10 05 0L r X r
Dichte pro Atom (eV™) Reduzierter Wellenvektor
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Fermi-Fldachen von Alkalimetallen

Natrium Casium

‘\:
/
4
Q\

http://www.phy.tu-dresden. de/~fermisur/
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Fermi-Flachen in Metallen:
Auch in komplexeren Metallen bilden die k-Werte der hochsten besetzten
Zustinde be1 T=0 eine Flache =: Fermi-Flache

" :

I . http://www.phvs.ufl.edu/fermisurface/ !
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