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V.3.3 Normalkoordinaten und Phononen
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- jede beliebige Verzerrung lässt sich über die Normalmoden darstellen

- Koordinate und konjugierte Impulskoordinate
- der Hamiltonian entspricht der Summe der Oszillatoren

- harmonischer Oszillator
- jede Eigenmode entspricht einem Oszillator !

-der Beitrag einer Mode zur Energie und spezifischen Wärme lässt sich leicht 
bestimmen :

Bose-Einstein
Statistik
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Bose-Einstein-Statistik

-Hohe Temperaturen
proportional T/θ wie klassisch

-tiefe Temperaturen : Ausfrieren

- aber E bleibt endlich !
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V.4  Beziehung zwischen Gitterdynamik und Elastizitätstheorie

Grenzfall der akustischen Zweige für q 0
- alle Atome bewegen sich parallel mit kleiner Frequenz
- dies entspricht den Schallwellen, die durch die elastischen Konstanten und die

Dichte beschrieben werden.
-andererseits werden alle Phononen durch die Kraftkonstanten beschrieben

es muss eine Beziehung zwischen elastischen Konstanten und Kraftkonstanten
geben.

Hier nur ein Atom in der Zelle n=1: 
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Man definiert ein Verzerrungsfeld u(x) mit

und   entwickelt das Feld u bei r um o
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-Das Verzerrungsfeld wird
an die diskreten Atom-
verschiebungen angeschmiegt und
um r(l) bei 0 entwickelt !

-das Feld in die Bewegungsglchg.
einsetzen :
(*)  erster Term verschwindet
(**) zweiter Term verschwindet

hier

Entwicklung von 

-die Entwicklung von u fordert, dass x nicht zu groß ist
- für q 0 variiert u aber beliebig wenig
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- Nun setzt man den Ansatz einer Ebenen Welle in die Bewegungsgleichung ein
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-also longitudinal entlang [100]
- nur eine Komponente ist relevant

- für transversalen Wellen
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-Man betrachtet den Kristall nun als elastisches Kontinuum:
-Spannungstensor : σαβ
- f1 , f2 , f3 Einheitsvektoren senkrecht zu den Oberflächen 
-σαβ Kraft in Richtung fα auf der Fläche senkrecht zu fβ
-Der Spannungstensor ist symmetrisch : σαβ =σβα

- Verformungstensor : εαβ

εγλ=1/2{uγ|λ+ uλ|γ}   ist symmetrisch

Hook‘sches Gesetz :

Elastische Steifheit
Elastische Konstanten

Elastische Energiedichte

Bewegungsgleichungen

Achtung die Koeffizienten sind nicht gleich !∑
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-Dies ist wieder mit einer Ebenen Welle zu lösen :

-Die elastischen Konstanten :

αβγλλγαβγλβαγλαβ ,,,, CCCC ===

es gibt im allgemeinen Fall 21 unabhängige Konstanten

Weitere Reduktion bei höherer Kristallsymmetrie (kubisch nur drei)

Die elastischen Konstanten und die Konstanten aus dem Kontinuumsansatz
Entsprechen sich nicht direkt, sondern es gilt :
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-Beziehung zwischen den elastischen Konstanten und den Kraftkonstanten:
es gehen vor allem die entfernteren ein !
Wichtung mit dem Abstandsquadrat !
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Metalle

Kovalent

Ionenkristalle

Mineralien

- Merke : Schallgeschwindigkeiten Wurzel der elastischen Konstanten

Voigt-Notation
11 1
22 2
33 3
23 4
13 5
12 6
εij εi
σij σi
Cijkl Cik
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Beispiel : Kubischer Kristall  : Dispersionsbeziehungen

k=[ξ00]                     k=[ξξ0]                                       k=[ξ ξ ξ]
LA          ρω2

[100] = C11 ξ2             ρω2
[110] = (C11+C12+C44)ξ2            ρω2

[111] = (C11+C12+C44)ξ2

TA          ρω2
[010] = C44 ξ2             ρω2

[1-10] = (C11-C12)ξ2                        ρω2
[1-10] = (C11-C12+C44)ξ2

TA          ρω2
[001] = C44 ξ2            ρω2

[001] = C44 ξ2  ==

- die Steigungen der Phononen bestimmen die C‘s
- das Problem ist überbestimmt es gibt Beziehungen zwischen den akustischen Phon.
- Stabilität des Kristalls erfordert Relationen zwischen den C‘s
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V.4 Experimentelle Techniken zur Analyse der Gitterdynamik

- Phononen haben typisch :
E ~  0.1...100 meV
Q ~ 0 . . . 10 Å-1

Verschiedene Techniken :
a) Optisch : Infrarot E ok 

Q~0
Licht     E zu groß

Q~0
b) Röntgenstrahlung E viel zu groß

Q  ok
c) Neutronen : E und Q perfekt
d) Schallwellen nur die 

akustischen Steigungen

- alle Techniken : Auswahlregeln welche Phononen werden beobachtet !
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V.4.1 Infrarotstreuung
- unter den Lichtstreutechniken ist dies die direkteste

-in der Regel wird die Einheit 
Wellenzahl benutzt 

ν=1/λ= ν /c =  ω/(2πc)
Einheit
1cm-1=0.03THz=0.13meV

~

- heiße Quelle emittiert IR-Strahlung, die aufgespalten wird, so dass ein Teil
durch die Probe geht

- periodisch wird Proben- und Referenzstrahl auf den Gittermonochromator
gelenkt

- eine Energie wird von dem Gitter zu dem Thermoelement als Detektor 
geschickt Messung  typischer Bereich 100cm-1 bis 4000cm-1=6eV
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-Strahlung wird reflektiert, transmittiert oder absorbiert

I0 = IR + IA + IT

Prinzipiell also zwei Messgrößen, die aber nicht voneinander unabhängig sind!

-die tranversale IR Strahlung kann direkt eine TO-Mode anregen und wird dabei
absorbiert

Die TO Moden sind im Transmissionsspektrum direkt als Peak sichtbar !
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-In der Reflektion, kann der Kristall zwischen TO und LO Mode reflektieren
die Frequenzen werden in der Regel durch Anfitten bestimmt !
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V.4.1 Raman-Streuung

-inelastisches Streuexperiment : Energie des Photons ändert sich, entsprechend

einer Absorption oder Erzeugung eines Phonons (Bosonen!)

- Strahlungsquelle : Laser
monochromatisch und polarisiert
HeNe 6300Å Argon 5145Å



VII-19

V.4.1 Ultraschall-Experimente : 

Messung der Schallgeschwindigkeit für bestimmte Schallmuster

-Idee : bestimme viele Zyklen des
Laufens der Schallwelle !

- Methode ist sehr empfindlich ∆C/C  = 10-7 möglich !
- neuere Methoden : Kristall als Resonator und Analyse der Eigenschwingungen
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V.4.4 Inelastische Neutronenstreuung : 
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Was sind  die Charakteristika von Neutronen ?

1) Masse vergleichbar zu Kern-Massen elastische und inelastische Streuung
2) Wellenlänge 1-5Å im Bereich der Gitterabstände
3) nukleare und lokale Wechselwirkung : keine Z-Abhängigkeit

V(r) =  b*δ(r)
4) Energie im Bereich 1-100meV vergleichbar zu der von Phononen

(x-ray : Cu-K hat 8*106meV Energieauflösung besser als 10-7 )
5) das Neutron hat einen Spin ½

- Kontrast : leichte schwere Atome
- Magnetismus
- Experimente bei grossem Streuvektor möglich
- Messungen in der ganzen Brillouin-Zone (inelastisch)

Beispiel : Thermische Neutronen
Energie            :  5THz = 20.68meV = 240K = 167cm-1

Wellenlänge    :  2.0Å    Wellenvektor  : 3.14 Å-1

Geschwindigkeit        :  1988 m sec-1

ABER : Quellen sind teuer und schlecht !!!
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Streudreieck:

Beispiel : Thermische Neutronen
Energie            :  5THz = 20.68meV = 240K = 167cm-1

Wellenlänge    :  2.0Å    Wellenvektor  : 3.14 Å-1

Geschwindigkeit   :  1988 m sec-1
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Endzustände Anfangszustände

Wechselwirkung

Energieerhaltung

Born Näherung :
- zur Berechnung der der Streuintensität, benötigt :

Wechselwirkung plus Zustände
- andere Richtung : gemessenes I(Q,ω) und V(r) bekannt 

Bestimmung der Zustände λ (hier Phononen)
dies ist das Ziel der meisten Streuexperimente
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Streuung an einem Phonon

ki Q

ki

kf

kf
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Streuung an einem Phonon

Anregung eines Phonons bei Streuvektor Q
ki=kf+Q Ei=Ef+Ephonon
Zerlegung  Q=G+q

Gki

kf

q

Q
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10

Ein-Phononen-Streuquerschnitt

dynam. Strukturfaktor

1/Energie-Term
Bose-Faktor

Energie und Impuls Erhaltung

Bose-Faktor

verschwindet für T 0  
nähert sich (kT/hω) bei hohen TStreudreieck
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Dynamischer  Struktur-Faktor

Summer über die Atome

Interferenzterm mit Debye-Waller *

Polarisationsterm **
nur Q parallel  e !!!

- * und ** nicht trennbar: volle Rechnung notwendig
- Beispiel: longitudinale Mode in [100]-Richtung :

**  (h00) sind optimale Q-Werte
* für kleine q : (h00) sollte starker Bragg-Punkt sein
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A) 3-Achsen-Spektrometer

S

M A

D

SΘ2

MΘ2

AΘ2

α0

α1 α2

α3

αi Kollimator: legt Einfallsimpuls fest

M Monochromator: Energie

S Probe Q

A Analysator: Endimpuls 

k

'k

Q

Streudreieck

Bild Komarek
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IN14 kaltes IN14 kaltes Dreiachsenspektrometer Dreiachsenspektrometer ILLILL
monochromator PG (002) (d = 3.355 Å)     (vertically focussing) 
flux at sample ki=2.66 Å-1; PG-filter 3.4 x 107 n cm-2 s-1

ki=1.55 Å-1; Be-filter 1.6 x 107 n cm-2 s-1

ki=1.05 Å-1; Be-filter 4.8 x 106 n cm-2 s-1
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PGPG--MonochromatorMonochromator
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Prinzipielle Arbeitsweise : Prinzipielle Arbeitsweise : 

33--AchsenspektrometerAchsenspektrometer

ωh

ζ
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-ein Atom 3 Zweige
entlang [x00] und [xxx] Entartung
-Zweige stossen bei bestimmten 
q-Werten zusammen

Neon



VII-34

Klausur   Festkörperphysik 

Freitag, den 11.7.2008     von 10:00Uhr bis 11:30 Uhr
Hörsaal II
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V.5 Thermodynamik von Gitterschwingungen
V.5.1 Spezifische Wärme
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- Die Energie lässt sich aus der Summe der einzelnen Oszillatoren berechnen :

- mit einem gitterdynamischen Modell kann die Summe (Integral) leicht
berechnet werden !
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Einstein-Modell : alle Gitterschwingungen haben die gleiche Energie !
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Debye-Modell : bessere Beschreibung der 3 akustischen Phononenzweige
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Zustandsdichte D(ω)d ω = Anzahl der Zustände in [ω, ω +dω]
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Debye-Modell : D(ω)=3V/(2π)3 (ω/c)2 (4π)/c = 3V/(2π2c3) ω2 ~  ω2 !!!
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- ωD ist so gewählt, dass die Normierung (Abzählen der Moden) stimmt !
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12π4/45 für T 0 
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V.5.2 Anharmonizität

Harmonische Näherung : Potenzialentwicklung bis zur zweiten Ordnung
a) keine thermische Ausdehnung
b) Kraftkonstanten oder elastische Konstanten hängen nicht von T oder P ab
c) spezifische Wärme wird konstant bei hoher T
d) CP=CV
e) keine Kopplung zwischen Phononen scharf  in Energie, unendlich 

Lebenszeit
f) thermische Leitfähigkeit aufgrund der Phononen ist unendlich

ABER : in realen Kristallen sind a)-f) nicht erfüllt
anharmonische Effekte

Beispiel anharmonisches 2-atomiges Molekül :
Morse-Potential   ϕ(r) = D [1-exp(-λ(r-a0))]2 λ>0
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Morse-Potential   ϕ(r) = D [1-exp(-λ(r-a0))]2 λ>0

HCl – Molekül
D=4.4eV, λ=1.9 108m-1

a0=1.27Å.

-allgemein : abstoßende klein-r-Seite ist steiler als anziehende groß-r-Seite
- T~0: parabolische Beschreibung um r~ a0
- endliche T : Verschmierung zu größeren r
- alle normalen Potenziale haben diese Eigenschaft !!!
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Morse-Potential   ϕ(r) = D [1-exp(-λ(r-a0))]2 λ>0

u0= r-a0 ϕ(r) =0.5f0uo
2   + 1/6 g0 f0uo

3   + 1/24 h0 f0uo
4 + . . . 

Bewegungsgleichungen    u0 + ω0
2 u0 + s ω0

2 u0 
2=0

ω0
2=f0/µ µ reduzierte Masse        s=g0/2f0

Lösung : u0= v0 + A [cos(ωt)+ η cos(2ωt)]

Mit sA<<1  und η sowie v0 klein !

v0=0.5sA2 ω2 = ω0
2(1-s2A2) und η=sA/6

<r>= a = a0+ v0 = a0 – ¼ g0/f0 A2 > a0          und 

d.h. : die anharmonischen Terme führen zu einer Verschiebung von ω und r ! 

..
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Thermodynamische Eigenschaften :

- Gleichgewichtswärmebad T :    <E>= ½ µ ω2A2  = k T    mit ω~ ω0
damit    A2=2kT/f0

<r>= a = a0 – ¼ g0/f0 A2 = a0 – ½ g2
0/f0 kT  thermische Ausdehnung

ω2(T)= ω0
2(1- g2

0/f3
0 kT )    Frequenzverschiebung (Weichwerden)

Phononenfrequenzen werden mit zunehmender Temperatur weicher !

- bei mehreren Atomen wird die Rechnung sehr viel komplzierter,
da nicht nur ω1, 2ω1,... und ω2, 2ω2,... mischen , sondern auch die Frquenzen
untereinander.

Merke : Anharmonizitäten : Keine einfache theoretische Beschreibung
schwache Anharmonizitäten : harmonische Lösung und Störung
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V.5.3 Thermische Leitfähigkeit

J = - κ dT/dx

J Wärmestrom     κ thermische Leitfähigkeit    dT/dx Temperaturgradient

- wir betrachten nun die Phononenstreuung
- λ ist die mittlere freie Weglänge der Phononen λx parallel zu x

∆T= λx dT/dx = vx τ dT/dx τ mittlere Phononenlebenszeit

Differenz der Besetzungen :
n(T+dT)-n(T)= ∆T dn/dT = vx τ dT/dx dn/dT 

Energiefluss entspricht der 
Driftgeschwindikgkeit * Phononenenergien * Differenz der Bestzungszahlen :
J=- vx Σj ħωj [nj(T+ ∆T)-nj(T)]  = - vx

2 τ dT/dx Σj ħωj dnj/dT = - vx
2 τ dT/dx CV

Mit vx
2=1/3 v2   folgt :

κ =  1/3  v2  τ CV    =   1/3  vλ CV 
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κ =  1/3 v2 τ CV =    1/3 vλ CV 

- tiefe Temperaturen : λ von der Kristallgröße gegeben und damit konstant
κ ist proportional zu Cv

- hohe Temperaturen : Umklapp-Prozesse 
τ und  λ nehmen schnell ab
damit nimmt auch die 

Wärmeleitfähigkeit ab
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-Phonon-Phonon-Steuung :

harmonischer Kristall keine Phonon-Phonon-Streuung
anharmonischer Kristall Streuprozesse

In einem Gas bleiben bei Stößen Gesamtimpuls und Gesamtenergie erhalten;
warum bei den Phononen nicht?

Anwort : Im Kristall bleibt nur der Kristallimpuls erhalten !

k1

k2

kf

- normaler Stoß : Impulserhaltung

G : reziproker Gittervektor
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-Umklapp-Prozesse : k1+k2 streut aus der 1. Brillouin-Zone heraus

Verlust des Impulses

-Phononen 1 und 2 haben in etwa k~G/2 und damit Energie ħωD/2
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- auch die thermische Leitfähigkeit wird von der Debye-Temperatur bestimmt ! 


	
	
	Morse-Potential   (r) = D [1-exp(-(r-a0))]2    >0

